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争問 ~J dxdピ削p'f(p， x)V(xー ピ)f山')
~J dxめ (2) 
ρ(x)は質量密度を表し，
仰)= J dpf(p， x)， 
と表される.一方 運動エネルギーは




E[J] = K[J] +争[f]， (5) 
となる.
平衡状態とは， Boltzmann-Gibbsエントロビー




全運動量，全質量が保存するという条件のもとで導出する.拘束条件は全エネルギ- E[f] = U， 
全質量
M[f] = Jρdx= 1， (7) 
および全運動量




F[f] = 8[f] -sE[f]ーイf制 x， (9) 
α，sはLagrangeの未定乗数である.分布関数に関して変分を取り，汎関数 Fの変分が Oになる
分布関数を求める.
dF[J] 1-_1' o{p2 ，TrTl_¥ f - 一一βl~ + W(x)) -α=0・ 、 、 ? ? ???????? 、 、
ここで導入した関数 W(x)は点 xに置かれた単位質量の質点が受けるポテンシャルで，次のよう
に定義される.
W(x)三 fρ同 V(x-x') dx' 
式 (10)を解くと，規格化された分布関数は次のように書かれる.
的 )=ω[ィ(写+附))1 
規格化定数 Aは A= exp(-α-1)である.この分布関数を用いて，質量密度が得られる.
ρ(x) = Aexp [-βW(x)] . 




た A(号)d/2 ， (14) 
である.
式(1)と(13)を組み合わせることにより， Lane-Emdenタイプの閉じた式を得ることが出来る.










詳細について述べる.関数 W が具体的に求まれば， (12)から一点分布関数 fが得られる.ま
た(16)を解く事から，質量密度分布 ρが直接求まる.ポテンシヤノレエネルギーと運動エネルギー






















Wo(x) = J内問x-x')叫 (19) 
3.エネルギー保存 (18)から，
角 =~(u-~Jωピ ρo(幻ρo仰(x ーピ)) ， (20) 
で soを求める.
4.式 (16)から
向(x) = ん xp[-一品吋/μ向州仰(件附x
































内(X) = J dp!k(p， x)， 











I __0 _， 1 _ _0 _， r dE 1 
max { S[f] IM[f] = 1， E[f] = E[!k] + I -i:1 (f -!k)dp dx :; U ~ . (24) 
l-LJJI---LJJ -'-LJJ -LJ"'J' J dflf=fk ¥J J"'j-r J 
エネルギーの変分は以下のようになる.
dEI p2 ;1 =一+Wk(x) . (25) 






8f If=fk+l αk+1 +凡+1万If=fk (26) 
問題となるのはエネルギーに対する拘束条件で，ステップの前後の変数を用いて以下のようにする.
1_0 _ _ r dEI 
sk+1 I E[fk] + I -.;'I (fk+1 -fk)dp dx -U I =O. 
l-LJI¥.J 'J dflf=fk ¥01"'，1. J"'j-r _.- ~ 1 (27) 









d2E = 乞Vkldρk12， (29) 
k 
= (ー2πとjっdJ dxexp( -ik. x)8ρ(x) ， (30) 
日=(2!)d! dxexp( -ik. X)V(X)。 (31) 































log(1 +山z-7(Z>一札 (35) 
を用いると，次のような書き換えが出来る.
r ~__ ~_ 8S 1 i:1' 1 r ~__ ~_ (81)2 
S[f + 8f] :; S[J] + I dx dp :: I 8f -~ I dx dp一一(1ー ム). (36) J ~-- ~r 8fI
f 
~J 2 J ~-- -r f 
lム1<1であることを考えると
~Jωpifpi(トム) > 0， (37) 
となるので，
r _ _ 8S1 
S(f + 8f]三S[f] + I dx dp :: I 8 f ， (38) J ---S;- 8f f
となる.この不等式に対して f= fk+1' 8f = fk -fk+1を代入し，条件 (27)を用いると以下の
ように関係式を得る.




E協+1]:; E(fk] + I一 I(fk+1 -fk)dx dp 







るため， (39)から E[fk]が Uに近づいて行く事も導出される.











山 x)= Ak+1叶 (42) 
式の中に現れた Ak+1= exp(一向+1ー 1)と凡+1は未知量とする.これらの未知量を決定しなけ
ればならない.式 (42)を全運動量で積分すると，次のようになる.





川 +l(X)= f dx'内+1州 (x-X')， (45) 
が得られ， さらに全エネルギーが (5)から計算出来る.
d 1 r 
Ek十1三 E[fk+1]=古一十三 IPk+1(X)Wk+1 (x)dx . 
.GfJk+1 .G J 
(46) 
未定乗数 αk+1は質量保存 (7)から，sk+1は変更されたエネルギー拘束条件 (27)から決定され
なければならない.未定乗数を数値的に求めるため，次の汎関数を定義する [7].
I _ r 6E I ，_ _， _ _ _J 




で与えられるものである.よって Lkに式 (42)を代入して具体的な形が与えられる.一般に L'k
が凹関数で， αk+1および品+1がL'kの極値を与える唯一解であることが示される [7].
Licの具体形を (12)を用いて考える.エントロビーは
8[f] = -J dx勾 flogf
-，-. r ~ (ペ¥d/21 r 瓦 f
























(__ d ¥-:-r 





ßL~ 1 r :τ-I dx exp (-βWk(x)) = 0う
δA A J 





瓦た=J dxほ叫p(ト一N川州k以山州州(休附x刈吋)リ)， σ 
となるので， (57)に代入して庁を凡+1に置き換えると，sk+1を求める式になる.
d d. TT • T:'I Jdx Wk(X)位 p(-sk+1 Wk(X)) 一一一一一一+U十E- =0. (59) 






2. po(x)を用いて (11)から Wo(X)を求める.

























互いに相互作用を及ぼすモデノレ [5]を扱う.このモデルは SGRモデ、ルと名付けられている.SGR 
モデルのハミノレトニアンは， N粒子系で考える場合には以下のように与えられる.
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図 3:ε=10-5の場合の，SGRモデ、ルの温度曲線 (a)とエントロビー曲線 (b).図中の Ut叩は
比熱の符号が変わるエネノレギーで Ut叩三一66である.Uc ~O はミクロカノニカノレ分布の臨界エ
ネルギーを表す.U= Ucでは (a)で、曲線が不連続になっている事， (b)で曲線が滑らかでない接
続をしている事から，この SGRモデルは U=Ucで一次相転移を引き起こす事が分かる.一方，







N2 -L COS(Bi -Bj) 

















































うに改良出来る.ここでは (11)に着目する. (11)の両辺を Fourier変換する.
W(k) =戸(k)V(k). (71) 
Fourier変換によって， (11)のたたみ込み積分が関数の積に置き換わる.戸(k)とジ(k)はそれぞ
れ，以下のように計算する.
戸(k)=-LコIdx exp ( -ik . x)ρ(x)， 
(2πj凶j
F(k)=-LコIdx exp (-ik . x)p(x)・
(27r)d J 
また，これらの積で得られた W(k)から W(x)は次のように Fourier逆変換で求める.
































M1 ((COS(X))N' (sin(x)N) = M1 (COS(φ1)ヲsin(φJ)， (76) 
M2 = (COS(Y)N' (sin(Y)N) = M2 (cos(の)，sin(の))， (77) 
P1 (cos(x +ν)) N' (sin(x +ν) ) N)= Pl (COS (ψI)， sin(ψd) ， (78) 















T = o-1 = U -1.5， (81) 
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図 6:逐次近似法で得られた温度曲線. ここで、は臨界エネノレギー付近のみを拡大して示した.比熱
は U= Utop = 1.795で符号が反転し，U = Uc = 2.000で二次相転移を起こす事が明らかになっ
た.この解析は過去の解析 [8，9]とほぼ一致する.
になる.
ミクロカノニカル分布において，系は Uc= 2.000で二次相転移を起こす(図 6).そして，負
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9i(X)三ci (j = 1，.・ .，m)， (82) 
で与えられるとする.この条件の下で F(x)の最大値を求める事を考えて， Lagrangeの未定乗数
を導入する.
F(x， w)ニ F(x)+乞町(Cj-gj(x))・ (83) 
このような Fに対し，次の定理が成り立つ.
定理1次の条件を満たす x*，w*が存在するならば x=どは条件 (82)のもとでの条件付き
最大化問題の解を与える.
F(x*ぅw*) m~ F(x， w*) ， (84) 
Z 
9j(X本)三勺(j= 1γ・.，m)う (85) 
間;と o(j = 1，..， m)ぅ




-| =一| 一乞叫こZ41 20(t=1?・・・川)ぅ (86) 
δ町 Ixゴ似Ixニx'" ケ 1θXiIx=x権
である.そして，この場合に
9j(X*) 
ω'J(Cjー の(x*)) = 
くり?初j;三o(j = 1γ ・.，m)，







(句噌 ) ぉ;，z=1?・.，n;j = 1，・.，m




定理2a条件 gj(XI， . • • ，Xn)三勺(j= 1γ・'，m)のもとでF(Xl""，Xn)の最大値を与える解
をx=どとする.このとき，
gj(xi，...， X~) =り， (88) 
となる jの集合を Iとし，その大きさ(要素の数)を T とする.もし γ×ηの Jacobi行列
(勉 jE I}θzt?J -
の階数が Tに等しければ w*=.(ωL---，ωム)が存在して，全ての jについて ω;三0かつ jεI 
ならばω;=0となる.また，
θF '"…*δgjーハー・h ケづθzt v ， (89) 
となる.
次に凹関数について考える.関数Fが凹 (concave)関数であるとは，全ての Xl，X2，0 <α<1 
に対して





仇(x，a) =ドF(x+ ta)一時))， 仰
と置くと，Fが凹ならば g虫t(件X，α吋)は tに対して単調非増加になる e 従って， tを正の方向から近
づけた極限が存在する.これを Fの xにおける a方向への微係数と呼ぶ事にし，
VF(x，a)三 AFrogz(XA)， (92) 
と表す事にする.この微係数に対して，次の定理が成り立つ.













F(x， w) = F(x) +乞ω'j(Cj-gj(x))， 
は凹関数となるから，定理 2aと定理 3を組み合わせて，次の事が導かれる.
定理4Fが凹，gjが凸関数のとき X=どが条件
gj(x)三Cj (j = 1，'・ '，m)，
のもとで F(x)を最大とする解となる必要十分条件は，F，gjが連続微分可能である事.そして










gj(X)三Cj，(j = 1，'・ '，m)，XEC， 










F → -L， (93) 
勺→ Uう (94) 
釘→ E[ム]+JZlp+14削 X， (95) 
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